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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ  
ТЕЧІЙ НЕСТИСЛИВОЇ РІДИНИ У ТРУБАХ 
Проаналізовано наукові роботи з розв'язку задач про нестаціонарний рух рідини в циліндричних трубах. Встановлено, 
що під час розв'язування задач неусталених рухів рідини у трубах виникає потреба визначення швидкостей рідини у перері-
зах трубопроводу, як в осьовому, так і радіальному напрямках. Класичні методи вирішення цієї задачі не дають задовільних 
результатів. Удосконалено методику розрахунку нестаціонарних потоків рідини на основі дисипативної моделі. У дослі-
дженнях використано модель із врахуванням дисипативних процесів течії в'язкої рідини, яку вивчали варіаційним методом, 
враховуючи початкові і граничні умови. Об'єктом дослідження є гідравлічні процеси в неусталених потоках в'язкої рідини у 
циліндричному трубопроводі. Запропоновано удосконалену методику розрахунку неусталених потоків для нестисливої рі-
дини на основі дисипативної моделі. З'ясовано, що в цьому випадку припущення про нехтування компонентою радіальної 
швидкості є асимптотично обґрунтованим. Наведено низькочастотні розв'язки рівнянь Нав'є-Стокса для спрощеної моделі 
нестисливої рідини. Дисипативна модель ґрунтується на двох припущеннях про порядки розв'язків рівнянь Нав'є-Стокса 
стосовно часу та осьової координати. При цьому ніякі припущення щодо порядку величини компонентів швидкості не виво-
дяться. 
Ключові слова: неусталений; нестаціонарний; рух рідини; дисипативна модель; розподіл швидкостей. 
Вступ. Під час розв'язку задач неусталених рухів рі-
дини у трубах виникає потреба визначення швидкостей 
рідини в перерізах трубопроводу як в осьовому, так і 
радіальному напрямках. Класичні методи вирішення 
цієї задачі не дають задовільних результатів. 
Перші теоретичні дослідження нестаціонарних течій 
нестисливої рідини в трубах, де використовують дифе-
ренціальні рівняння, що описують зміни профілю 
швидкості і коефіцієнта тертя, проводили вже напри-
кінці XIX ст. (Gromeka, 1952). Модель в'язкої нестисли-
вої рідини має широке застосування до сьогодні. 
Вивчення нестаціонарних течій стисливої рідини в 
трубах із змінним коефіцієнтом тертя почалося тільки в 
50-ті роки ХХ ст. При цьому застосування знайшли дві 
моделі – модель плоскопаралельної течії (Shablovskii, 
2007; Mochalin, 2002; Jayasinghe, & Leutheusser, 1972) і 
дисипативна модель (Magrakvelidze, 2005; D'Suza, & Ol-
denburger, 1964; Barmetov, & Palishkin, 2007; Bondaren-
ko, & Terentev, 2009; Charnyi, 1975; Popov, 1977). Хоча 
модель плоскопаралельної течії є простішою, широкого 
застосування вона не знайшла, оскільки вона не може 
бути теоретично обґрунтована. 
Під час виведення дисипативної моделі з рівнянь 
Нав'є-Стокса застосовували метод, за яким поступово 
вводиться низка припущень і на основі їх виводиться 
відповідна спрощена система диференціальних рівнянь 
(Magrakvelidze, 2005; D'Suza, & Oldenburger, 1964; Bar-
metov, & Palishkin, 2007; Bondarenko, & Terentev, 2009; 
Charnyi, 1975; Popov, 1977). За такого висновку зали-
шається незрозумілою "замкнутість" зроблених припу-
щень і отриманої моделі, а також зв'язки між введеними 
припущеннями. 
На основі ґрунтовних досліджень отримано характе-
ристики розповсюдження збурень у циліндричних тру-
бах за рівняннями Нав'є-Стокса для окремих випадків 
при певних додаткових припущеннях (Adamkowski, & 
Lewandowski, 2006; Rakhmatullin, & Kim, 2006; Girgi-
dov, 2009; Gnatіv, & Mikitin, 2012; Gnatіv, 2013). У цих 
роботах головна увагу приділено вивченню характерис-
тики поширення збурень, а не розробленню та обґрун-
туванню відповідних спрощених моделей. 
Об'єкт і методи дослідження. Застосовуючи остан-
ній метод, у цій роботі проведено систематичне виве-
дення й обґрунтування дисипативної моделі. Для цього 
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на основі лінеаризованих рівнянь Нав'є-Стокса для 
стисливої рідини знаходяться елементарні розв'язки 
цих рівнянь, що відповідають хвильовим рухам рідини 
в напрямку осі труби. Ввівши певні припущення про 
порядки фізичних величин і параметри розв'язків та 
застосовуючи асимптотичний аналіз, проводяться спро-
щення цих елементарних розв'язків. Наближені розв'яз-
ки, що отримуються внаслідок такого аналізу, викорис-
товуються як елементарні розв'язки відповідної дисипа-
тивної моделі. Стає зрозумілим, що дисипативна мо-
дель ґрунтується на двох припущеннях про порядки 
розв'язків рівнянь Нав'є-Стокса стосовно часу та осьо-
вої координати. При цьому ніякі припущення щодо по-
рядку величини компонентів швидкості не виводяться. 
Результати дослідження. Розглянемо випадки нес-
тисливої рідини і виведемо для неї математичну модель 
для опису низькочастотних розв'язків, виходячи з ліне-
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де: vz, vr – складові швидкості в напрямку осей z, r; p – 
тиск; ρ – густина рідини; µ – коефіцієнт в'язкості; с – 
швидкість звуку в рідині; t – час. 
Перейдемо до безрозмірних координат ξ, η, τ та без-
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де: R – радіус труби; U – нормуюча швидкість. 
У нових змінних рівняння (1)-(3) і співвідношення 
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= . (13) 
Розглянемо частинні розв'язки системи (8)-(11) у 
вигляді: 
( )( ) i ku U e ωτ ξξ ξ η −= , ( )( ) i ku U e ωτ ξη η η −= , ( )( ) i ke ωτ ξϑ θ η −= , 
 ( )( ) i kq Q e ωτ ξη −= . (14) 
Підставляючи вираз (13) в рівняння (8)-(11), отри-
муємо для визначення функцій Uξ, Uη, θ, Q систему: 
 2 1( ) 0
3
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d dη η η
∇ = + −ɶɶ . (19) 
За нестисливості в рівняннях (8)-(12) необхідно 
прийняти: 
 0ϑ = . (20) 
Відповідно система (15)-(18) має вигляд: 
 2( ) 0i U ik Qξωβ β∇ − + =
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ɶ ɶɶ ɶ . (24) 
Розв'язок рівняння (24), яке є кінцевим при η = 0, 
має також вигляд 
 1 1 1 2 1 2( ) ( )U B J C B J Cη η η= + . (25) 
де тепер:  2 21C k iβω= − − , (26) 
 2 22C k= − . (27) 
З рівняння (23) і співвідношення (25) виходить, що 
компонента швидкості Uξ  має також вигляд 
 1 0 1 2 0 2( ) ( )U A J C A J Cξ η η= + , (28) 
причому, в цьому випадку у співвідношеннях 











= . (30) 
З граничних умов при η = 1 
 0Uξ = , 0Uη = . (31) 
Отримуємо: 1 0 1 2 0 2( ) ( ) 0A J C A J C+ = , (32) 
 2 1 1 1 2 2 1 2( ) ( ) 0m A J C m A J C+ = . (33) 
Для того, щоб система (32), (33) мала розв'язки, по-
винно задовольнятись характеристичне рівняння 
 1 0 2 1 1 2 0 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0m J C J C m J C J C− = . (34) 





>>  або β ω>> , (35) 
 2ωβ κ>> , (36) 
то співвідношення (26, 27, 30) набувають вигляду: 






= , 2 1m = . (38) 
Відповідно компоненти швидкості, тиску і характе-
ристичного рівняння мають вигляд: 
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 1 0 1 0 1[ ( ) ( )]U A J C J Cξ η= − , (39) 
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= − , (41) 
 [ ]1 1 1 0 12 ( ) ( ) 0k J C C J C− = . (42) 
З рівняння (42) випливає, що 
 k = 0. (43) 
З огляду на рівність (43) із співвідношення (40) от-
римуємо, що 
 0Uη = . (44) 
Звідси бачимо, що у випадку нестисливої рідини 
при виведенні спрощеної моделі припущення 0Uη =  є 
цілком обґрунтованим. 
Якщо враховувати порядок складових в рівнянні 
(21)-(23) за співвідношеннями (35), (36), (39), (44), їх 


















= . (46) 
Відповідне вихідне рівняння для опису руху нестис-
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Обговорення отриманих результатів. Розв'язок 
рівнянь для опису руху нестисливої рідини в цилін-
дричній трубі, використовуючи модель із врахуванням 
дисипативних процесів течії в'язкої рідини, дало змогу 
отримати розподіл полів швидкостей із задовільною по-
хибкою для інженерних розрахунків. 
Проведені експериментальні дослідження неустале-
них потоків [15] рідини в циліндричних трубопроводах 
дали змогу отримати розподіл швидкостей, які підтвер-
дили відповідність отриманих розрахунків на основі ди-
сипативної моделі. 
Визначено перспективні напрями досліджень, які 
уможливлять подальший розвиток пропонованого під-
ходу для важливих практичних задач. 
Висновки. Розв'язано задачу неусталених рухів рі-
дини в трубах для визначення розподілу швидкостей 
рідини в перерізах трубопроводу в осьовому та раді-
альному напрямках. Запропоновано удосконалену ме-
тодику розрахунку неусталених потоків для нестисли-
вої рідини на основі дисипативної моделі. З'ясовано, 
що в цьому випадку припущення про нехтування ком-
понентою радіальної швидкості є асимптотично 
обґрунтованим. 
Використана модель із врахуванням дисипативних 
процесів течії в'язкої рідини, яку досліджували варі-
аційним методом з урахуванням початкових і гранич-
них умов, дає змогу отримати розподіл полів швидкос-
тей. Наведено низькочастотні розв'язки рівнянь Нав'є-
Стокса для спрощеної моделі нестисливої рідини. 
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MATHEMATICAL MODEL FOR THE STUDY OF UNSTEADY FLOWS  
OF AN INCOMPRESSIBLE FLUID IN PIPES 
The authors have analysed some scientific works on solving problems of non-stationary movement of fluid in cylindrical tubes. It 
has been established that when solving problems of unsteady fluid motions in pipes, it becomes necessary to determine fluid velociti-
es in pipeline sections both in axial and radial directions. Classical methods for solving this problem do not give satisfactory results. 
The purpose of the research is to improve the method of calculating unsteady fluid flows based on a dissipative model. The studies 
Науковий вісник НЛТУ України, 2019, т. 29, № 10  Scientific Bulletin of UNFU, 2019, vol. 29, no 10 74 
used a model with allowance for dissipative flow of a viscous fluid, which was studied by the variational method with regard to the 
initial and boundary conditions. The object of the research is hydraulic processes in unsteady viscous fluid flows in a cylindrical pi-
peline. The paper proposes an improved method for calculating unsteady flows for an incompressible fluid based on a dissipative mo-
del. We have found that in this case the assumption that the radial velocity component is neglected is asymptotically justified. Low-
frequency solutions of the Navier-Stokes equations for a simplified model of an incompressible fluid are given. The dissipative mo-
del is based on two assumptions about the order of the solutions of the Navier-Stokes equations for time and axial coordinate. In this 
case, assumptions about the order of magnitude of the components of speed are not displayed. The solution of equations for descri-
bing the motion of incompressible fluid in a cylindrical tube using a model concerning the dissipative processes of the viscous fluid 
flow allowed obtaining the distribution of velocity fields with a satisfactory error for engineering calculations. Prospective areas of 
the research were identified. These areas would enable further development of the proposed approach for important practical tasks. 
Keywords: unsteady; non-stationary; fluid motion; dissipative model; velocity distribution. 
